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WHAT & WHY
WHAT?
We are looking for prohibited motifs of RNA secoundary structure. It’s locally structures!

WHY?
Our catalog of prohibited motives can be used to speed-up the design of new RNA sequences 
which would fold into desired structures.
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hairpin loop 

n prohibited
motifs

Turner 
1998 

Turner 
2004

Langdon 
2018 

8 ((...).) X X X
(.(...)) X X X

9
((...)..) X X X
(..(...)) X X X
(.(...).) - - X

10

((...)...) X X X
((....)..) X X X
(.(...)..) X X X
(..(...).) X X X
(..(....)) X X X
(...(...)) X X X
(((...).)) X X X
((.(...))) X X X
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hard to design



SAT problems
example:

(a or b or (not c)) and (b or c or (not d)) and (a or c or d) and


((not a) or b or d) and ((not a) or (not b) or c) and ((not b) or (not c) or d) and


((not a) or (not c) or (not d)) and (a or (not b) or (not d))



RNA sequence/structure as SAT

  U   U   C   G   G   G   U   A   C   C   G   A   A   C

[0,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1]

zapisuje wszystkie parowania pojawiajπce siÍ w strukturach drugorzÍdowych, a koÒcowy stos,
dla struktur z prawid≥owym schematem parowaÒ, powinien byÊ pusty.

6.4. Skrypt wykorzystujπcy modu≥ pycosat — coRNA-CNF

KoÒcowπ i sprawniej dzia≥ajπcπ wersjπ skryptu okaza≥ siÍ byÊ coRNA-CNF, dzia≥ajπcy w opar-
ciu o modu≥ pycosat, wykorzystujπcy program MiniSAT. Programy tego typu (tzw. SAT
solvery) majπ za zadanie rozwiπzywanie problemu spe≥nialnoúci, czyli stwierdzenia czy dla
danej formu≥y logicznej istnieje zestaw zmiennych, który jπ spe≥nia. DziÍki takiemu solve-
rowi zawartemu w module pycosat moøliwe jest podanie mu opisu parowaÒ oraz wiÍzów
sekwencyjnych jako formu≥y logicznej, którπ ma rozwiπzaÊ. Opis sekwencji nukleotydowej ja-
ko formu≥y logicznej powstaje dziÍki przypisaniu kaødej zasadzie azotowej dwóch zmiennych
o wartoúciach 0 lub 1, wed≥ug poniøszego s≥ownika.

’A’: (0, 0)
’U’: (0, 1)
’G’: (1, 0)
’C’: (1, 1)

Rysunek 6.2: Wartoúci zmiennych dla okreúlonych reszt nukleotydowych.

NastÍpnie kaøda zasada azotowa wystÍpujπca w sekwencji opisywana jest przez dwie
zmienne, których wartoúci np. [1] i [2] okreúlajπ jej pozycjÍ w sekwencji — czyli 0 (pierw-
szπ). O tym jaki nukleotyd znajduje siÍ na danej pozycji informujπ znaki obu zmiennych —
przyk≥adowo, jeúli obie zmienne sπ dodatnie, to na danej pozycji znajduje siÍ cytozyna. Ten
sposób wstÍpnego sprawdzania danych do projektowania RNA okaza≥ siÍ bardzo szybki (úred-
ni czas przewidywania — poniøej 4 minut dla 1400 sekwencji) i bardziej wydajny niø wersja
coRNA z algorytmem typu backtracking. Z tych w≥aúnie wzglÍdów modu≥ pycosat zosta≥
uøyty takøe w funkcjach wprowadzajπcych mutacje punktowe oraz w funkcji wyszukujπcej
niechciane wzory w sekwencji.
Schemat dzia≥ania coRNA-CNF:

• Pobranie danych od uøytkownika

• Sprawdzenie poprawnoúci danych wejúciowych

• Utworzenie formu≥y logicznej uniemoøliwiajπcej zabronionym sekwencjom wystÍpowa-
nie w sekwencji koÒcowej

• Znalezienie przyk≥adowych zasad azotowych spe≥niajπcych formu≥Í logicznπ opisujπcπ
wiÍzy sekwencyjne, za pomocπ modu≥u pycosat

• Konwersja rozwiπzania na sekwencjÍ nukleotydowπ

• Przekazanie sekwencji do funkcji oceniajπcej (DesiRNA), która nastÍpnie zwróci jej
wartoúÊ

• Wprowadzanie mutacji punktowych lub mutacji ca≥ych fragmentów za pomocπ modu≥u
pycosat oraz przekazywanie zmienionych sekwencji do funkcji oceniajπcej (przerwanie
— osiπgniÍcie liczby cykli zdefiniowanej przez uøytkownika, lub po up≥ywie 3 minut)
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              (   .   .   .   .   .   )

[0,1,0,1,1,1,x,y,1,0,1,0,0,1,0,0,1,1,x,y,1,0,0,0,0,0,1,1]

              i                       j

>(...)
GAAAG
CUAUC
AUUGU
>(.((&).))
GAUG&UAAC
CAAU&AAUG

Rysunek 6.3: Przyk≥adowa biblioteka najstabilniejszych motywów i odpowiadajπcych im se-
kwencji nukleotydowych.

funkcji, której zadaniem jest utworzenie oraz rozwiπzanie wyraøenia uwzglÍdniajπcego wszyst-
kie wiÍzy sekwencyjne oraz parowania w strukturach. Najpierw generowane sπ formu≥y lo-
giczne opisujπce kaøde parowanie pojawiajπce siÍ w podanych strukturach drugorzÍdowych,
wed≥ug poniøszego wzoru:

(¬xi _ xj _ ¬yi) ^ (xi _ ¬xj _ ¬yj) ^ (¬yi _ ¬yj) ^ (yi _ yj) (6.2)

gdzie xi oraz yi opisujπ pierwszπ zasadÍ azotowπ z pary i�j, a xj i yj — drugπ. Pod te zmien-
ne podstawiane sπ wartoúci odpowiadajπce pozycji danej zasady zasady azotowej w sekwencji,
a czy sπ to liczby dodatnie lub ujemne zaleøne jest od wiÍzów sekwencyjnych dotyczπcych
danej pozycji. Po wygenerowaniu wyraøeÒ opisujπcych parowania, do g≥ównej formu≥y lo-
gicznej dodawane sπ wyraøenia opisujπce wiÍzy sekwencyjne podane przez uøytkownika. Jeúli
dana reszta nukleotydowa musi znajdowaÊ siÍ na danej pozycji, to do formu≥y dodawane jest
odpowiednie wyraøenie, odpowiadajπce danej reszcie nukleotydowej.
WartoúÊ wyraøenia zaleøy od pozycji zasady azotowej w sekwencji. Øaden warunek nie

jest dodawany jedynie w przypadku pojawienia siÍ skrótu N, oznaczajπcego moøliwoúÊ wy-
stÍpowania kaødej zasady azotowej w danym miejscu w sekwencji. Na koÒcu, do g≥ównej
formu≥y logicznej, dodawane sπ wyraøenia zabraniajπce wystÍpowania zakazanych wzorców
w sekwencji koÒcowej. NastÍpnie, w ten sposób powsta≥a formu≥a logiczna, stosowana po-
tem we wszystkich wywo≥aniach modu≥u pycosat, zostaje przekazana do SAT solvera, który
w bardzo krótkim czasie zwraca rozwiπzanie. SAT solver w przypadku znalezienia rozwiπza-
nia zwraca je w formie listy z liczbami opisujπcymi odpowiednie pozycje w sekwencji oraz
znajdujπce siÍ na nich reszty nukleotydowe, a przy braku rozwiπzania — komunikat UNSAT,
co oznacza, øe przekazane SAT solverowi warunki nie mogπ byÊ spe≥nione dla danych wartoúci
liczbowych, a sekwencja spe≥niajπca podane wiÍzy i schemat parowaÒ — nie istnieje. Gdy
na tym etapie SAT solver nie bÍdzie w stanie znaleüÊ przyk≥adowego rozwiπzania podanej
mu formu≥y logicznej, dzia≥anie skryptu zostaje przerwane oraz wyúwietla siÍ odpowiedni ko-
munikat informujπcy uøytkownika o koniecznoúci zmiany pliku wejúciowego. Natomiast, gdy
zostanie wygenerowane przyk≥adowe rozwiπzanie, jest ono nastÍpnie zamieniane na odpo-
wiedniπ sekwencjÍ nukleotydowπ, która zostaje przekazana do funkcji oceniajπcej programu
DesiRNA.

[-1, 2, -3, 4, 5, 6, 7, -8, 9, -10, 11, -12, -13, 14, -15,
-16, 17, 18, 19, 20, 21, -22, -23, -24, -25, -26, 27, 28]

Rysunek 6.4: Przyk≥adowe rozwiπzanie wygenerowane przez skrypt, odpowiadajπce sekwencji:
UUCGGGUACCGAAC.
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Encoding of base-pairings



Encoding (local) sequence constrains

zapisuje wszystkie parowania pojawiajπce siÍ w strukturach drugorzÍdowych, a koÒcowy stos,
dla struktur z prawid≥owym schematem parowaÒ, powinien byÊ pusty.

6.4. Skrypt wykorzystujπcy modu≥ pycosat — coRNA-CNF

KoÒcowπ i sprawniej dzia≥ajπcπ wersjπ skryptu okaza≥ siÍ byÊ coRNA-CNF, dzia≥ajπcy w opar-
ciu o modu≥ pycosat, wykorzystujπcy program MiniSAT. Programy tego typu (tzw. SAT
solvery) majπ za zadanie rozwiπzywanie problemu spe≥nialnoúci, czyli stwierdzenia czy dla
danej formu≥y logicznej istnieje zestaw zmiennych, który jπ spe≥nia. DziÍki takiemu solve-
rowi zawartemu w module pycosat moøliwe jest podanie mu opisu parowaÒ oraz wiÍzów
sekwencyjnych jako formu≥y logicznej, którπ ma rozwiπzaÊ. Opis sekwencji nukleotydowej ja-
ko formu≥y logicznej powstaje dziÍki przypisaniu kaødej zasadzie azotowej dwóch zmiennych
o wartoúciach 0 lub 1, wed≥ug poniøszego s≥ownika.

’A’: (0, 0)
’U’: (0, 1)
’G’: (1, 0)
’C’: (1, 1)

Rysunek 6.2: Wartoúci zmiennych dla okreúlonych reszt nukleotydowych.

NastÍpnie kaøda zasada azotowa wystÍpujπca w sekwencji opisywana jest przez dwie
zmienne, których wartoúci np. [1] i [2] okreúlajπ jej pozycjÍ w sekwencji — czyli 0 (pierw-
szπ). O tym jaki nukleotyd znajduje siÍ na danej pozycji informujπ znaki obu zmiennych —
przyk≥adowo, jeúli obie zmienne sπ dodatnie, to na danej pozycji znajduje siÍ cytozyna. Ten
sposób wstÍpnego sprawdzania danych do projektowania RNA okaza≥ siÍ bardzo szybki (úred-
ni czas przewidywania — poniøej 4 minut dla 1400 sekwencji) i bardziej wydajny niø wersja
coRNA z algorytmem typu backtracking. Z tych w≥aúnie wzglÍdów modu≥ pycosat zosta≥
uøyty takøe w funkcjach wprowadzajπcych mutacje punktowe oraz w funkcji wyszukujπcej
niechciane wzory w sekwencji.
Schemat dzia≥ania coRNA-CNF:

• Pobranie danych od uøytkownika

• Sprawdzenie poprawnoúci danych wejúciowych

• Utworzenie formu≥y logicznej uniemoøliwiajπcej zabronionym sekwencjom wystÍpowa-
nie w sekwencji koÒcowej

• Znalezienie przyk≥adowych zasad azotowych spe≥niajπcych formu≥Í logicznπ opisujπcπ
wiÍzy sekwencyjne, za pomocπ modu≥u pycosat

• Konwersja rozwiπzania na sekwencjÍ nukleotydowπ

• Przekazanie sekwencji do funkcji oceniajπcej (DesiRNA), która nastÍpnie zwróci jej
wartoúÊ

• Wprowadzanie mutacji punktowych lub mutacji ca≥ych fragmentów za pomocπ modu≥u
pycosat oraz przekazywanie zmienionych sekwencji do funkcji oceniajπcej (przerwanie
— osiπgniÍcie liczby cykli zdefiniowanej przez uøytkownika, lub po up≥ywie 3 minut)
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Kod IUPAC Zasady Wyraøenie logiczne
’A’ A ¬xi ^ ¬yi
’U’ U ¬xi ^ yi
’G’ G xi ^ ¬yi
’C’ C xi ^ yi
’W’ A lub U ¬xi
’S’ C lub G xi
’Y’ C lub U yi
’R’ A lub G ¬yi
’M’ A lub C (¬xi _ yi) ^ (xi _ ¬yi)
’K’ G lub U (¬xi _ ¬yi) ^ (xi _ yi)
’B’ C lub G lub U xi _ yi
’D’ A lub G lub U ¬xi _ ¬yi
’H’ A lub C lub U ¬xi _ yi
’V’ A lub C lub G xi _ ¬yi

Tabela 6.1: S≥ownik z wyraøeniami odpowiadajπcymi skrótom IUPAC w wiÍzach sekwencyj-
nych.

6.4.4. Wprowadzanie mutacji punktowych

Po kaødym dzia≥aniu programu DesiRNA, na zadanej mu sekwencji, sekwencja ta zmieniana
jest przez funkcjÍ odpowiadajπcπ za wprowadzanie mutacji. Po wprowadzeniu zmian, nowa se-
kwencja przekazywana jest do funkcji oceniajπcej itd., aø do momentu przeprowadzenia okre-
úlonej liczby takich cykli, podanej przez uøytkownika poprzez parametr -m [liczba cykli]
lub po up≥ywie godziny od poczπtku dzia≥ania programu. Jeúli uøytkownik nie poda wartoúci
parametru -m, zastosowana bÍdzie wartoúÊ domyúlna równa 100 cykli.
Na poczπtku dzia≥ania sekwencji do podstawowej formu≥y logicznej dodawane jest wyra-

øenie uniemoøliwiajπce SAT solverowi zwrócenie takiej samej sekwencji, co obecna sekwencja
wejúciowa. DziÍki temu moøna uniknπÊ zwracania przez SAT solver tej samej sekwencji kilka
razy, w toku dzia≥ania skryptu. Potem losowana jest pozycja w sekwencji, gdzie odpowiada-
jπcej jej nukleotyd bÍdzie zmieniany. Losowane sπ tylko pozycje, na które nie sπ na≥oøone
úcis≥e wiÍzy sekwencyjne, czyli okreúlone reszty nukleotydowe. NastÍpnie funkcja sprawdza
czy wylosowana pozycja wystÍpuje w obszarze któregokolwiek z motywów strukturalnych,
na podstawie danych o ich lokalizacji, przekazanych przez funkcjÍ znajdujπcπ najstabilniejsze
motywy strukturalne w strukturach drugorzÍdowych. Jeúli wylosowana pozycja pokrywa siÍ z
jakimú motywem, wtedy losowana jest decyzja — czy do sekwencji wprowadzona ma byÊ mu-
tacja punktowa na danej pozycji, czy teø zmieniony ma byÊ ca≥y fragment motywu na jednπ
z sekwencji zaproponowanych w podanej przez uøytkownika bibliotece. Decyzja ta losowana
jest z pewnym prawdopodobieÒstwem dla wylosowania opcji drugiej. Parametr okreúlajπcy
wartoúÊ prawdopodobieÒstwa wylosowania zmiany ca≥ego motywu takøe moøe byÊ podany na
poczπtku dzia≥ania skryptu, za pomocπ opcji -p [wartoúÊ prawdopodobieÒstwa].
Gdy wylosowana zostanie opcja zmiany ca≥ego motywu, z listy stabilnych sekwencji dla

danego motywu strukturalnego, losowana jest jedna, która nastÍpnie zostaje przepisana na
wyraøenie logiczne, tak jak wiÍzy sekwencyjne. Wtedy ca≥a formu≥a logiczna poddana zo-
staje dzia≥aniu SAT solvera. Jeúli pycosat zwróci komunikat UNSAT, losowana jest kolejna
sekwencja z listy, aø do znalezienia rozwiπzania lub aø do opróønienia listy. W przypadku pu-
stej listy, do sekwencji zostaje wprowadzona mutacja punktowa. Zmiana ca≥ych fragmentów
sekwencji pozwala uøytkownikowi na wprowadzenie i wypróbowanie zaproponowanych przez
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residuesIUPAC code logic clause

or
or
or
or
or
or

or
or
or
or

or
or
or
or

  U   U   C   G   G   G   U   A   C   C   G   A   A   C

[0,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1]



Global sequence constrains (eg. forbidden patterns)

zapisuje wszystkie parowania pojawiajπce siÍ w strukturach drugorzÍdowych, a koÒcowy stos,
dla struktur z prawid≥owym schematem parowaÒ, powinien byÊ pusty.

6.4. Skrypt wykorzystujπcy modu≥ pycosat — coRNA-CNF

KoÒcowπ i sprawniej dzia≥ajπcπ wersjπ skryptu okaza≥ siÍ byÊ coRNA-CNF, dzia≥ajπcy w opar-
ciu o modu≥ pycosat, wykorzystujπcy program MiniSAT. Programy tego typu (tzw. SAT
solvery) majπ za zadanie rozwiπzywanie problemu spe≥nialnoúci, czyli stwierdzenia czy dla
danej formu≥y logicznej istnieje zestaw zmiennych, który jπ spe≥nia. DziÍki takiemu solve-
rowi zawartemu w module pycosat moøliwe jest podanie mu opisu parowaÒ oraz wiÍzów
sekwencyjnych jako formu≥y logicznej, którπ ma rozwiπzaÊ. Opis sekwencji nukleotydowej ja-
ko formu≥y logicznej powstaje dziÍki przypisaniu kaødej zasadzie azotowej dwóch zmiennych
o wartoúciach 0 lub 1, wed≥ug poniøszego s≥ownika.

’A’: (0, 0)
’U’: (0, 1)
’G’: (1, 0)
’C’: (1, 1)

Rysunek 6.2: Wartoúci zmiennych dla okreúlonych reszt nukleotydowych.

NastÍpnie kaøda zasada azotowa wystÍpujπca w sekwencji opisywana jest przez dwie
zmienne, których wartoúci np. [1] i [2] okreúlajπ jej pozycjÍ w sekwencji — czyli 0 (pierw-
szπ). O tym jaki nukleotyd znajduje siÍ na danej pozycji informujπ znaki obu zmiennych —
przyk≥adowo, jeúli obie zmienne sπ dodatnie, to na danej pozycji znajduje siÍ cytozyna. Ten
sposób wstÍpnego sprawdzania danych do projektowania RNA okaza≥ siÍ bardzo szybki (úred-
ni czas przewidywania — poniøej 4 minut dla 1400 sekwencji) i bardziej wydajny niø wersja
coRNA z algorytmem typu backtracking. Z tych w≥aúnie wzglÍdów modu≥ pycosat zosta≥
uøyty takøe w funkcjach wprowadzajπcych mutacje punktowe oraz w funkcji wyszukujπcej
niechciane wzory w sekwencji.
Schemat dzia≥ania coRNA-CNF:

• Pobranie danych od uøytkownika

• Sprawdzenie poprawnoúci danych wejúciowych

• Utworzenie formu≥y logicznej uniemoøliwiajπcej zabronionym sekwencjom wystÍpowa-
nie w sekwencji koÒcowej

• Znalezienie przyk≥adowych zasad azotowych spe≥niajπcych formu≥Í logicznπ opisujπcπ
wiÍzy sekwencyjne, za pomocπ modu≥u pycosat

• Konwersja rozwiπzania na sekwencjÍ nukleotydowπ

• Przekazanie sekwencji do funkcji oceniajπcej (DesiRNA), która nastÍpnie zwróci jej
wartoúÊ

• Wprowadzanie mutacji punktowych lub mutacji ca≥ych fragmentów za pomocπ modu≥u
pycosat oraz przekazywanie zmienionych sekwencji do funkcji oceniajπcej (przerwanie
— osiπgniÍcie liczby cykli zdefiniowanej przez uøytkownika, lub po up≥ywie 3 minut)
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                      6   7   8   9

[0,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1]

                      G   U   A   C

¬x6 ∨ y6 ∨ x7 ∨ ¬y7 ∨ x8 ∨ y8 ∨ ¬x9 ∨ ¬y9

forbidden pattern at given position



Global sequence constrains (eg. forbidden patterns)

  1   2   3   4   5   6   7   8   9

[0,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1]

  G   U   A   C

      G   U   A   C

          G   U   A   C

              G   U   A   C

                  G   U   A   C

                      G   U   A   C

                          G   U   A   C

                              G   U   A   C

                                  G   U   A   C

                                      G   U   A   C

                                          G   U   A   C

forbidden pattern at any position

not efficient for long sequences



Tseitin transform



Global sequence constrains (eg. forbidden patterns)

forbidden pattern at any position
  1   2   3   4   5   6   7   8   9

[0,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1]

¬x1 ∨ y1 ∨ x2 ∨ ¬y2 ∨ x3 ∨ y3 ∨ ¬x4 ∨ ¬y4



Cardinality constraints (eg. on GC-content)

https://github.com/Gaja4/coRNA-praca-mgr
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Fig. 1. Left: Circuit for computingk (x1, . . . , xn). si,j denotes the j-th digit of the i-th partial
sum si in unary representation; variables vi are overflow bits, indicating that the i-th partial sum
is greater than k. Right: Sub-circuit for computing a partial sum si in unary representation.

Theorem 1. LTn,k
SEQ is a clausal encoding of  k (x1, . . . , xn) requiring O(n · k)

clauses and O(n · k) auxiliary variables.

The encoding LTn,k
SEQ also fulfills the efficiency condition given by Bailleux and

Boufkhad [3]. If more than k variables are set to true (which violates the cardinality
constraint k (x1, . . . , xn)), this can be detected by unit propagation alone, i.e. by a
linear time decision procedure. Moreover, for a partial assignment that sets k of the
variables xi to true, the value of all other xi’s can be derived by unit propagation.

3 Encoding Using a Parallel Counter

The second encoding we present is based on a parallel counter circuit designed by
Muller and Preparata [7]. Their counter (shown in Fig. 2) recursively splits the input
bits xi into two halves, and counts the number of inputs that are set to true in each
half. The results—represented as binary numbers—are then added using a standard m-
bit binary adder. In order to obtain a circuit for cardinality constraints based on this
counter, the output bits of the counter are handed on to a subsequent comparator which
checks whether or not the counter value is less than k. (The comparator is not shown in
Fig. 2.)

Parallel Counter Circuit. The parallel counter consists of n � blog nc � 1 full-adders
and at most blog nc half-adders, as was shown by Muller and Preparata (‘log’ denoting
the logarithmus dualis). The encoding of each half-adder and full-adder is based on
the well-known equations for these circuits. We finally obtain three clauses {(a _ ¬b _

sout), (¬a_¬b_ cout), (¬a_ b_ sout)} for each half-adder (computing a� b) and seven
clauses

(a _ b _ ¬c _ sout) (¬a _ b _ c _ sout) (¬a _ ¬b _ cout)
(a _ ¬b _ c _ sout) (¬a _ ¬b _ ¬c _ sout) (¬a _ ¬c _ cout)

(¬b _ ¬c _ cout)
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Fig. 2. Parallel counter according to Muller and Preparata [7] for recursively computing the binary
number of inputs xi that are set to true. The sub-circuits Aj are 1-bit-(full-)adders.

for each full-adder (computing a � b � c) , summing up to at most 7n � 4blog nc � 7
clauses. Here again, only implications, but not full equivalences, have to be encoded.
This is due to the polarity-based simplification technique already used above and the
observation that only ones have to be propagated to the outputs, but not zeroes. Aux-
iliary variables are needed for the sum and carry bits of the half- and full-adders, we
therefore need at most 2 · (n� 1) additional encoding variables.

Comparator Circuit. The comparator circuit has to make sure that the result of the bi-
nary counter (smsm�1 . . . s0) is not greater than k. For building this binary comparator
we assume that the constraint’s limit k is given as an (m + 1)-bit binary number, say
k = km . . . k0. We can then easily give recursive equations to generate the clauses for
the (m + 1)-bit comparator:

L(k0) =

(
{{¬s0}} if k0 = 0
; if k0 = 1

L(ki . . . k0) =

(
{{¬si}} [ L(ki�1 . . . k0) if ki = 0
{{¬si}}⌦ L(ki�1 . . . k0) if ki = 1

Here ⌦ denotes clause distribution, i.e. A ⌦ B = {x [ y | x 2 A, y 2 B} for sets of
clauses A, B. With this definition, L(km . . . k0) is the clause set that ensures that the
counter’s output is less than k. It contains at most m + 1 clauses. Denoting the com-
bined clause set (parallel counter and comparator) by LTn,k

PAR, we obtain the following
theorem (using m = blog nc).

Theorem 2. LTn,k
PAR is a clausal encoding of k (x1, . . . , xn) requiring at most 7n �

3blog nc � 6 clauses and 2n� 2 auxiliary variables.

4 Comparison, Lower Bound and Conclusion

Criteria for assessing the clausal encodings are (i) the number of clauses required; (ii)
the number of additional propositional variables required; and (iii) the time needed to
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Fig. 1. Left: Circuit for computingk (x1, . . . , xn). si,j denotes the j-th digit of the i-th partial
sum si in unary representation; variables vi are overflow bits, indicating that the i-th partial sum
is greater than k. Right: Sub-circuit for computing a partial sum si in unary representation.
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SEQ is a clausal encoding of  k (x1, . . . , xn) requiring O(n · k)
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variables xi to true, the value of all other xi’s can be derived by unit propagation.
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bits xi into two halves, and counts the number of inputs that are set to true in each
half. The results—represented as binary numbers—are then added using a standard m-
bit binary adder. In order to obtain a circuit for cardinality constraints based on this
counter, the output bits of the counter are handed on to a subsequent comparator which
checks whether or not the counter value is less than k. (The comparator is not shown in
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Parallel Counter Circuit. The parallel counter consists of n � blog nc � 1 full-adders
and at most blog nc half-adders, as was shown by Muller and Preparata (‘log’ denoting
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number of inputs xi that are set to true. The sub-circuits Aj are 1-bit-(full-)adders.

for each full-adder (computing a � b � c) , summing up to at most 7n � 4blog nc � 7
clauses. Here again, only implications, but not full equivalences, have to be encoded.
This is due to the polarity-based simplification technique already used above and the
observation that only ones have to be propagated to the outputs, but not zeroes. Aux-
iliary variables are needed for the sum and carry bits of the half- and full-adders, we
therefore need at most 2 · (n� 1) additional encoding variables.

Comparator Circuit. The comparator circuit has to make sure that the result of the bi-
nary counter (smsm�1 . . . s0) is not greater than k. For building this binary comparator
we assume that the constraint’s limit k is given as an (m + 1)-bit binary number, say
k = km . . . k0. We can then easily give recursive equations to generate the clauses for
the (m + 1)-bit comparator:

L(k0) =

(
{{¬s0}} if k0 = 0
; if k0 = 1

L(ki . . . k0) =

(
{{¬si}} [ L(ki�1 . . . k0) if ki = 0
{{¬si}}⌦ L(ki�1 . . . k0) if ki = 1

Here ⌦ denotes clause distribution, i.e. A ⌦ B = {x [ y | x 2 A, y 2 B} for sets of
clauses A, B. With this definition, L(km . . . k0) is the clause set that ensures that the
counter’s output is less than k. It contains at most m + 1 clauses. Denoting the com-
bined clause set (parallel counter and comparator) by LTn,k

PAR, we obtain the following
theorem (using m = blog nc).

Theorem 2. LTn,k
PAR is a clausal encoding of k (x1, . . . , xn) requiring at most 7n �

3blog nc � 6 clauses and 2n� 2 auxiliary variables.

4 Comparison, Lower Bound and Conclusion

Criteria for assessing the clausal encodings are (i) the number of clauses required; (ii)
the number of additional propositional variables required; and (iii) the time needed to
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