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Muestras

Considerar una variable aleatoria x descrita por la pdf f(x).

El espacio de muestras estd constituido por todos los posibles valores
de x.

Un conjunto de n observaciones independientes de x se llama una
muestra de tamano n.

Es posible definir un nuevo espacio de muestras constituido por todos los
posibles valores del vector x =(x,,...,.x,). Es decir, la muestra se considera
formada por una sola medida aleatoria, caracterizada por las cantidades

(X)5ee0X,).
Las n medidas son independientes

La pdf es la misma para cada medida

fmuestm(xl"”xn) — f(xl )f(x2)f(xn)



Estimadores

Considerar la situacion donde se han realizado n medidas de una variable
aleatoria cuya pdf se desconoce.

El problema central de la estadistica es inferir las propiedades de f(x)
basdndose en las observaciones X, ...,x).

Especificamente, deseamos construir funciones de los x; para estimar las
propiedades de f(x).

A menudo se tiene una hipodtesis para la pfd f(x;0) de un pardmetro
desconocido (o mds generalmente de un vector de pardmetros 0=(0,.,...,0.)).

El objetivo es entonces construir funciones de los X, que permitan estimar los
parametros 0.

Una funcion de x,,...,X, que no contiene parametros desconocidos se
denomina estadistica.

Una estadistica que se utiliza para estimar una propiedad de una pdf (media,
varianza, etc.) se llama un estimador.



Notacion: El estimador de un pardmetro 0 (cuyo valor exacto no se conoce
ni es obvio que pueda, en general conocerse) se suele notar como 0

Decimos que un estimador es consistente si converge al valor auténtico del
pardmetro en el limite de alto n: (Iimite de muestra grande o limite
asintotico).

lim P(|6 — 6] > £) = 0

n—oo

El procedimiento por el cual estimamos el valor de un parametro fa partir
de los datos x,,...,X, se denomina ajuste (de los datos al parametro).

Puesto que un estimador 0 (X,,.--,X, ) €s una funcion de variables aleatorias,
en en si mismo una variable aleatoria. Es decir, si el experimento se remite
muchas veces, para cada muestra x=(X,,...,X,, ) €l estimador 0 tomard
valores diferentes, distribuidos de acuerdo a cierta pdf g( 0;0) que depende
del auténtico valor de pardmetro. Esta pdf se denomina distribucion de
muestreo.



Sesgo

El valor esperado de un estimador 0 con pdf g( 0;0)es:

E[0(3)] = [0g(6:0)d0 = [+ [0(X)(x,0)-+ f(x,:0)dx, -dx,

Definimos el sesgo del estimador 0 como:

b= E[6(X)]-6

NB: El sesgo no depende de los valores x,,...,x,, de la muestra, sino del
tamafo de ésta, de la forma funcional del estimador y de la pdf conjunta
(que en general no se conoce).

Decimos que un parametro no tiene sesgo si b=0 independientemente del
tamafo de la muestra.

Decimos que un pardmetro no tiene sesgo en el limite asintético si b=0
cuando n tiene a infinito.

Un parametro consistente pede sin embargo estar sesgado (n finito)



Estimadores para la media: Media aritmética

. . Lo n
Media aritmética o _ 1
X=—)x
muestral: ns

Ley (dé€bil) de los numeros grandes: Si existe la varianza de x entoces X es

un estimador consistente de la media poblacional L.
limx =u
n—>o0

Valor esperado de X:
_ I I I
E[x]= E{—le} ==Y Elx]=—) 1, =u
n- n- ni-

Por lo tanto la media muestral x es un estimador sin sesgo de la media
poblacional L.



Estimadores para la varianza y covarianza

Varianza muestral:

r_z 1 (¥*)—=(x)" donde X=(x)

Al igual que para la media, puede demostrarse que la varianza muestral es

un estimador sin sesgo de la varianza poblacional 62 . Si la media se
conoce entonces también es un estimador sin sesgo la cantidad S2.

- - =)

Analogamente, un estimador sin sesgo para la covarianza es:

E(x—x)(yl y)=- 1<xy>—<X><y>

Yn— 1452



Varianza de la media

Dado un estimador, su varianza se define como:
VIO1= E[6°1- (E[0])

Varianza de la media aritmética:

I ¢ I ¢
VIX] = E[X’]— (E[X])’ = E[(HZXZ-][”ZX,H— u

|9 1
=~ 2 Bl )= = — [ (" =’ n(u’ +07) |- =

2
o)
i,j=1 n

(NB: Elxx =W’ i#j, Elx]1=u’+0°)

Es decir: la desviacion estandar de la media de n medidas de x es igual a la
desviacion estandar de f(x) dividida por Vn.



Varianza de s?

n—23
n—1

(W, = [ G- py' fx)d)

2,1 3
VIs®]=—(u, - 1)
n

Un estimador del momento central de orden n es:




Método de de maxima verosimilitud

Considerar x distribuida de acuerdo a f(x;q) donde q es un parametro (o vector
de parametros) desconocido.

El método de maxima verosimilitud es una té€cnica para estimar los valores de
0 dada una muestra finita de datos.

Supongamos n medidas de X, X, ...,x,. Puesto que las medidas son
independientes, la probabilidad de que x, esté en [x,x,+dX,], X, en
[X,,X,+dX,], es:

probabilidad de que x; esté en [x;,x; + dx, |para todo i=H f(x,;0)dx,
=1

Si la la pdf y el (los) pardmetro(s) describen realmente los datos, esperamos
alta probabilidad para los datos que hemos medido. Andlogamente un
parametro cuyo valor se desvie mucho del auténtico resultara en baja
probabilidad para las medidas observadas.



Funcion de verosimilitud

P(todo x, en [x,,x, + dx,1)=] | f(x;;0)dx,

i=1

Probabilidad maxima para la pdf y pardmetros correctos. Por tanto la funcion:

L) =[] fx:0)

Serd maxima para la pdf y parametros correctos. En estadistica cldsica L(0) no
es la pdf de O sino la pdf conjunta de los x donde:

q se trata como un parametro (del que la pdf depende)

los xi estan fijados (los datos ya han sido adquiridos)

En estadistica Bayesiana, podemos tratar L(0)=L(x|0) como la pdf de x dado 0
y a usar el teorema de Bayes para calcular la probabilidad posterior p(6lx).



Estimadores de maxima verosimilitud

Se definen los estimadores de mdxima verosimilitud de los pardmetros como
aquellos que maximizan la funcion de verosimilitud:

dL _
0.

i =1,2,..m

9

NB: La definicidén no garantiza que los estimadores MV sean “Optimos” en
absoluto! En general, sin embargo, suelen ser la aproximacidn mas aceptable

al problema de estimar pardmetros.



Ejemplo: Distribucion exponencial

Suponer que se han medido los tiempos de desintegracion (propios) de una
muestra de leptones tau, obteni€ndose un conjunto de valores t; t,,...t,.

Escogemos como HIPOTESIS para la distribucién de los t. una pdf

exponencial con media T.

1
fry=—e'"
T

Nuestro objetivo es estimar el valor del parametro T. Para ello usamos la
funcion de verosimilitud (de hecho, su logaritmo, mds facil de manejar)

n n 1 .
log L(z) = Y log f(1::7) =, (log—~ %)
e e

0T
1 n
B,
T 5



Example: generate 50 values

Jin

of £ with MC using 7 = 1.

075

0.5

025

T = 1.062




Valor esperado: T=

inmediato de calcular, puesto que el estimador es la media muestral, cuyo valor
esperado coincide con la media poblacional, esto es con T. Por lo tanto el

estimador T no tiene sesgo.

Supongamos que en lugar de la vida media queremos calcular la constante de

desintegracion A= 1/ T:

A= 1/ T sélo es un estimador sin
sesgo de T en el limite de alto n!

Es decir: El estimador MV de una

funcion del parametro 0, a=a(0) no es

mds que a=a( 0).

Pero si Oes un estimador sin sesgo
de O no necesariamente a €s un
estimador sin sesgo de a(9)

A=M7)
oL JdLJt
oA 0t 9
%:Oeg—i:O siempre que 3—;7&0
j=l-"
T
ti
i=1
A n 1 n
ElAl=A——=—
n—-1 tn-1



Ejemplo: Estimadores MV de una gausiana

Considerar n medidas de x que asumimos distribuidas de acuerdo a una pdf
gausiana. La funcidn de verosimilitud es:

2 . ) 1 1 e \2
log L(u,07) = Zlogf(x;,u,a )= Zk)g(\/%exp[(x—f)n

20
n 1 1 —(x—py
=> lo —lo —
2 . \/ T 2 8 o’ 20°
dlog L
=0>-—D)(x—-u)=0—-

" = 21,( 1)
E[{1]= 1 — [I no tiene sesgo
dlog L

ng =0—

00
E[67]= "~ 6% — 67 no tiene sesgo en el Iimite asintético

n
NB la varianza muestral es siempre un estimador sin sesgo

pero no es un estimador MV!



Varianza de los estimadores MV

La varianza de un estimador 0 nos proporciona una medida de la
incertidumbre estadistica en el conocimiento de dicho estimador. Esto es:

Si repetimos muchas veces el experimento (con n medidas en cada caso)
y obtenemos 0 cada vez, ;cudnto se esparcen sus valores --entorno al
valor medio, si no hay sesgo--?

Para ello, calculamos la varianza de 0.
Técnicas para calcular la varianza :

Analitica (s6lo en algunos casos sencillos)

Monte Carlo

Métodos numéricos



Analitica para el
caso de la pdf
exponencial

Monte Carlo: Muchos
experimentos, cada uno
con n fijo. La varianza
viene dada por la
dispersion del estimador
entorno al valor medio

V7] = E[#*] - (E[7])*

1

.]. I 2 J. —f i T
:}rf—Zt, —e V.. .—e ""dfl..,df”
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Desigualdad RCF

Rao-Cramér-Frechet: Para un estimador arbitrario 0 se verifica que:

a+m¥

A 00
>
Viel= d”log L
E[-2 %
00

Decimos que un estimador es eficiente (y sin sesgo) cuando se verifica la
igualdad estricta. Este es el caso, a menudo con estimadores MV (a
veces en el limite asintotico). Otras veces se utiliza la igualdad como una
aproximacion. En estos casos:

]

9 logL] V- = B[ d°log L

VO] = E[—
==k W 06,06,

|



Método numérico para calcular la varianza de un estimador
MV

Consideremos el parametro 0: Expandiendo log (L) en serie de Taylor entorno
al estimador ©

2
logL(O):logL(é)+[81§§L} («9—¢§)+i{a logL} O—6) +..
0=0 6=0

211 90° |,
g -B25 .
% o Alrededor de 0 logl. es maxima y
- AR T por tanto la primera derivada se
8T o0t 1 cancela. Utilizando RCF
(asumiendo que el estimador es
=5 |~ o9 L= 12 1 eficiente y sin sesgo)
0 -6)’
/ \ logL(@)=logL_ . — ( Az) >
54 ' ' ' O
0.8 1 12 14 1.6 0
Para obtener 6, cambiamos 0 log L(é +6,)=logL_ - !

alejandonos de q hasta que log L
disminuye en 1/2



