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Analisis de datos en fisica de particulas

Experimento en fisica de particulas: Observacion de n sucesos de un
cierto tipo (colisiones e* e, interacciones de neutrinos, colisiones pp,
etc.)

Teoria: Modelos (en general efectivos) que describen los datos
experimentales en términos de una serie de parametros (secciones
eficaces, constantes de acoplo, masas)

Analisis de datos. Contraste entre teoria y experimento: Extraccion
de los pardmetros de la teoria u observacion de fenomenos no predichos
por la teoria:

Aplicaciones de la estadistica al analisis de datos:
Estimar pardmetros
Cuantificar los errores en dichas estimaciones

Cuantificar el grado de acuerdo entre datos y teoria



Definicion de Probablilidad (Kolmogorov 1933)

Sea S un conjunto con cierto numero de elementos (espacio de
muestras)

Sean A,B,.... Subconjutos de S:

Para todo subconjuto A de S puede definirse un numero real P(A) al
que llamaremos probabilidad a partir de los siguientes tres axiomas:

VAc S — P(A)>0
SiANB=0— P(AUB)=P(A)+ P(B)
P(S)=1



Propiedades de las funciones de probabilidad

Pueden derivarse a partir de los tres axiomas anteriores

P(A)=1-P(A)
P(AUA)=1
P(D)=0

Si Ac B— P(A)< P(B)
P(AU B)= P(A)+ P(B)— P(AN B)



Probabilidad condicional

La probabilidad de A dado B (donde P(B)=0) es:

P(AN B)

P(A|B) = P

Decimos que los subconjutos A y B son independientes cuando

P(AN B)= P(A)P(B)

En cuyo caso: P(ANB
4 P(AIB)= ( )=P(A)
P(B)
No confundir conjuntos independientes con conjuntos ANB=C

disjuntos



Interpretacion de la Probabilidad

I. Frecuencia relativa

A,B,...son los resultados de un experimento reproducible

P(A) = lim ocurrencias de A

n— oo n

II. Probabilidad subjetiva (Bayesiana)

A,B,...son hipdtesis (sentencias que son verdaderas o falsas)

P(A) expresa el grado de credibilidad de que A sea cierta
Ambas interpretaciones son consistentes con los axiomas de Kolmogorov
Ambas interpretaciones son aplicables en fisica de particulas.

A menudo no se especifica (ni se tiene claro) que interpretacion se estd usando



Teorema de Bayes

B
palgy=LAND) P(BIA)y=BEOA)

P(B) P(A)

P(ANB)=P(BNA)

P(B|A)P(A)
P(B)

P(A|B)=




Ley de la probabilidad total

Supongamos que S puede descomponerse en términos de conjuntos disjuntos:

S=UA>ANA=0,i#]

P(A)#0,Vi

Ademas:

Considerar un subconjunto B de S
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BN (U,A)=U,(BNA)

P(B)=P(U,(BNA)) =) P(BNA)

P(B)=) P(BIA,)P(A)

P(A|B)=

P(B1A)P(A)

Y P(BIA)P(A)




Funcion de densidad de probabilidad (PDF)

Considerar un experimento cuyo resultado es x (variable continua)
El espacio de muestra corresponde al conjunto de valores que x puede tomar

La funcion de densidad de probabilidad, pdf, da la probabilidad de observar
un valor de x en el intervalo infinitesimal [x, x+dx]

P(x:[x,x+dx])= f(x)d(x)

Por definicion f(x) estd normalizada a la unidad:

[~ fax=1

Definimos la funcién de acumulacién F(x) como:

Fx)=|_f(xdx
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La pdf de una variable x puede interpretarse como la funcion que especifica
el modelo que sigue x.

El concepto (cldsico) es: “Si medimos x muchas veces y representamos
las frecuencias a las que aparece un determinado resultado
(normalizado a la integral total) obtenemos la pdf”.

El concepto Bayesiano es: “f(x) nos da la probabilidad de que ocurra
un determinado valor de x”



Variables multidimensionales: PDF conjunta

Resultado de la medida: Vector multidimensional de variables aleatorias

10 . . . » Ase observa con (x,y):
Y | evemtA—
s | N o o X entre [X,x+dx]
Lol e y arbitrario J J F(x, y)dxdy = 1

> B seobserva con (x,y):

X arbitrario

0 ' ' ' y entre [y,y+dy]

La probabilidad de que un determinado punto (X,y) se observe en el rectangulo

que define la interseccion (AMNB) es la pdf conjunta f(x,y) multiplicada por el
elemento de drea.

Corresponde a la densidad de puntos en un scatter plot (x,y) en el limite de
infinitos puntos

P(ANMB) =probabilidad de que xC[x,x+dx], yCly,y+dy]|=f(x,y)dxdy



Distribuciones marginales
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Proyeccion de la pdf

conjunta en los ejes x,y

f.= | £ ey
.= [ fx,y)dy




La pdf condicional para y, dado x se define

PDF condicional
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h(ylxl) h(y|X2)

CcOomao.

Probabilidad de que y esté en
[v,y+dy] para cualquier x,
dado que x estd en [x,x+dx]
para cualquier y

p(B1Ay= LANB) _ J(xy)dxdy

P(A) f.(x)dx

Sxy) _ f(xy)
£ [ Fxyhy!

h(ylx)=

NB: h(ylx) es una pdf de y, en la que x se trata como un parametro
constante. Se obtiene a partir de f(X,y), manteniendo x constante y
renormalizando la funcion de tal manera que se obtenga drea unidad cuando

S€

integra solo sobre y.

Corresponde al histograma normalizado de y obtenido a partir de la
proyeccion en el eje y de un elemento diferencial de x en un scatter plot



Relacion entre PDF condicionales para (X,y)

hy ) = feuy) oy o(xly)= fxy) f(J‘c,y) |
£ [ fyhdy KO [ fGyd
Combinando ambas pdfs Obtenemos el o(x1y) = h(y 1 x)f.(x)
teorema de Bayes para variables fy (v)
continuas :
P(AIB)= P8 IL?; (4)

La pdf marginal puede expresarse en
términos de la condicional:

f.= [ feydx= [ gCxl y)f,()dy
£, = [ FCeydy = [h(y 1 x) £, (x)dx

Corresponde a la ley de la probabilidad P(A|B)= PB1APA)
total para variables aleatorias continuas D P(B1A)P(A)
Decimos que (X,y) son independientes si: fy)=£.0f,()

P(AN B)= P(A)P(B)




Funciones de variables aleatorias

Una funcion de una variable aletoria es una variable aleatoria

X es una variable continua y aleatoria, distribuida de acuerdo a la pdf f{x)

a(x) es una funcidn continua de x

. Cual es la pdf g(a) que describe la distribucion de a?

al x)

(a)

Imponemos que la probabilidad de que x
ocurra entre [x,x+dx] sea igual a la
probabilidad de que a ocurra entre [a,a+da]

g(a)da = [ f(x)dx

dS =region del espacio en x donde a estd
en [a,a+da]



S1 a(x) puede invertirse (para obtener x(a)) entonces:

d
g(a)da = f(x(a))d—x
da

Si a(x) no tiene una unica inversa debemos incluir todos los dx en dS que
correspondan a da:

. da
Example: a = ;173._ T = :I:\/E._ dr = £+
= 10 . . . . Eﬁ
E (b)
°T l gla)da = [, f(x)dz
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Funciones de mas de una variable aleatoria

Considerar X=(x,Xy,.,x,); pdf : f(Xx,%,,...,%,): a=a(X)

g(a)da = J...jf(xl,xz,...,xn)dxl,dxz,...,dxn
ds

Ejemplo: x, e independientes, con pdf g(x) y h(x). Por lo

tanto la pdf conjunta f(x,y)=g(x)h(y)

¢.Cudl es la pdf de su producto z(x,y) = xy?

(z+dz)

f(z)dz = jj F(x,y)dxdy = j j j g(X)h(y)dxdy = ji g(x)dszxh(y)dy

[+

v _

X

dy

[ g yh(y)
- ]

f@)=|_ glxh(z/x)



Jacobiano de una transformacion de variables

Considerar x = (x,, x,,...,Xx,) con pdf conjunta f(x)
Formar n funciones linealmente independientesy(x) = (y,(X),...,y, (X)),
tales que las funciones inversas x,(y),...,X (y) existen.

La pdf conjunta de y es entonces:

g =] f(X)
donde:
ox, Ox, ox,
dy, dy, Iy,
ox, Ox, ox,
I=|dy, Iy, Oy,
ox, Ox, ox,
dy, Iy, dy,




Valores esperados: Media

El valor esperado E[x] de una variable aleatoria x distribuida de acuerdo
con la pdf f(x) es (corresponde a la media):

E[x]= r:xf(x)dx = U

Para variables discretas: Elx]= inp (x;)

NB: E[x] no es una funcion de x sino un parametro (depende de la forma)
de f(x).

Para una funcion a(x) con pdf g(a)

Ela]= jj:ag(a)da Pero g(a)da = jf(x)dx

oo

ag(a)da= [ a(x)f(x)dx — E[a]= [ a(x)f(x)dx

: —



Valores esperados: Momentos y Varianza

Momento algebraico de orden n: E[x"]= roox” f(x)dx = ,u;q

Momento central de orden n: El(x—E[x])"]= J-j: (x—w)" f(x)dx=p,
En particular el momento central de orden 2 es la varianza:

El(x— E[x]1= [ (x— ) f(x)dx = 6 = V[x]

La varianza mide la dispersion de x entorno a su valor medio. La raiz
cuadrada de la varianza, o, se denomina desviacion estandar de Xx.



Valores esperados: Mas de una variable

Para el caso de una funcion a que depende de mas de una variable aleatoria
la media es:

oo

Ela@)= [ aglada= [ [ a@@fGdx,-dv, = p,

Mientras que la varianza es:

Viel=Ela-pu,)’1=] | (a@®-p,) f(E)dx, dx, =0
LLa covarianza de dos variables aleatorias se define como:

V, = El(r— )y — )] = ELxyl = e, = [ [ xyf Croyddady — o,



Matriz de covarianza

Dadas dos funciones a(x) y b(x) de n variables aleatorias (x,,...x,) la matriz
de covarianza (o matriz de error) V., (cov[x,y]) es:

V,, = covla,bl = El(a— )b - ,))= Elabl - pu, = [ [ abg(a.bMadb - p,u,

_ j: N f:a()—e)b(ie) fXdx, ---dx, —

Donde g(a,b) es la pdf conjunta para a(x) y b(x) y f(x) es la pdf conjunta
para X.

NB: Por construccion V,  es simétrica en a y b. Ademas los elementos
. . 2 . .
diagonales V, =G~ son positivos.



Coeficiente de correlacion

p = —0.75

1 1
DDDDDDD

Si x,y son independientes f{x,y)=f,(x)f (y)

P,y Proporciona una medida del
nivel de correlacion entre dos
variables

EMﬂ=Eﬂj&ﬁ@mﬂdwﬁi{jmﬁuﬁxwh@=uwy

Vy, =Elxyl—p.u, =0

NB: El teorema reciproco no es cierto en general



Propagacion de errores

Dado un vector x =(x,,...,x,) de variables aleatorias distribuidas
conforme a una pdf conjunta tales que:

La pdf no se conoce completamente

Los valores medios de los x;, L = (U,,..., 1) se conocen (al menos se
conoce una estimacion de €stos)

LLa matriz de covarianza V.j se conoce 0 ha sido estimada

l

Considerar una funcion de n variables y(x):

Puesto que f(X) no se conoce completamente no es posible obtener
la pdf de y

Si es posible encontrar el valor aproximado del valor esperado de y
(o valor medio) y de la varianza V[y] expandiendo y(x) en primer
orden entorno a los valores medios de x;.



.. | d
Y(f)=Y(H)+Z{aj} (x; — ;)

i

El valor medio de y es, a primer orden: E[y(X)]= y(ii) yaque E[x,—u.]=0

El valor esperado de y? se calcula facilmente:

~ | 0 " 9 1 0
y2<5c>=y2(u>+2y<u>2[aj } <xi—ui>+2{aj } <x,.—ui>2{—y} (x, = 11,)
i=1 =i i=1 F=ji =i

i i dy=p J=1 axj
2 - _~o| 9y S| dy S| dy
E[y* (D))= y () + y({), o | Eli— I+ E D - =—| ,—u)
i=1 L 0% Jig i1 | ox, =i j=1 axj =i

&l oy oy |

=y () + Y aj a% El(x, — 11,)(x, — 11,)]
i,j:l_ i j_fc:ﬁ

o w
=y (:u)+i,JZ:,]_aXi axj Lo ij

n ay ay
Y por lo tanto la varianza de y: o, = Ely’ - (Ely)’ = X, {gg} Vi
i M s

i,j=1



Analogamente, para m funciones y,(x),...,y,(x), la matriz de covarianza es:

o | 9V 9y
Uy, =covlyy 1= 2 {—k—l} V;
X=[i

0| ox; ox,
En notacion matricial:
[ = AVA'" donde la matriz de derivadas A es:

Aij — ayl
ox

X=u

La ecuacion anterior es la ley de propagacion de errores en el caso mas general.
Es decir, las varianzas, que se usan como medidas de las incertidumbres
estadisticas, se propagan desde las variables x; a las funciones y,,y,.. .etc.



Si las x; no estan correlacionadas entonces:

2

s sl T
- Z|:axli| ;:ﬁai

i,j=1

23]

U, = l
4= ox, o,
Casos particulares:
y=X X,
Suma: 5 5 5
o,=0,+t0,+2V,
Y= XX,
Producto: 2
0, _0; .0,V
y =ttt
X XX,



Hipotesis en el calculo de la propagacion de errores

Hipotesis:

Las medias y varianzas de las variables x,,...,x, (las medidas) se
conocen (0 existe una aproximacion razonable)

Las funciones de x,,...,x, que estamos estudiando pueden aproximarse
mediante una expansion de Taylor a primer orden entorno a los
valores medios m,,....m

ne

Esta hipotesis solo es exacta cuando las funciones estudiadas son lineales y
deja de ser vdlida cuando el comportamiento es fuertemente no lineal
entorno a la media comparable a la desviacion estdndar.



