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h 
� � 	 �� X � X � 
� � �� � 	 �� � i � � � �

jk lmn op o mq r s o lp ot r opu q n vw q t oxy G = (N, A) z + � ,  

) . �  + ,  9 � + 9 E ) + +  E ,  9 D. � > 0 ' P ⊂ N × N 5 8 ) � . E  8 { 9  8 , A < '

γs,d ≥ 0 � � 8 8 , )|  8  + , [. ) � s , ) d ' Cs,d 5 + ) +  � > , \ < 8  , ) [

8 � � > �  > � ,0 8 E ) + +  E , � + D s , ) d 5 (s, d) ∈ P < � + 9 C ,0  �. � + �) + A

@ . �}  � � � + D , � �  [� + E , �) + 8 5 E ) + D  8 , �) + < ' [). a ∈ A w 7→ ta(w)

5 w ≥ 0Z ) - ) + �. E a < ' ta + ) + +  D � , �}  ' + ) + 9  E.  � 8 �+ D A

! ) 8 , ) [ � > � , 0 r ∈ C D �}  + ,0  Z ) - 8 (wa)a∈A~

Tw(r) :=
∑

a∈r

ta(wa)
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G + / + ) - + ~ �. EZ ) - 8 (wa)a∈A � + 9 � � 8 8 ,. �}  � � �+ D ) +  � E 0 . ) � 9

(hr)r∈C ' E ) + 8 ,. � �+ , 8~
γs,d =

∑

r∈Cs,d

hr, wa =
∑

r3a

hr, wa ≥ 0, hr ≥ 0. 57� <

6| � ~ - 0 � , � 8 � � ) + DC� ,  . � 8 ,  � 9 \ 8 , � ,  ) .  �� � � �| . �� �

Z ) - � E ) + z D� . � , �) +�

� �. 9. ) >~ � 8  9 > � , 0 8 0 �}  , ) |  80 ). ,  8 , > � , 0 8 ' D �}  + , 0  Z ) -

E ) + z D� . � , �) + 5 8 � � �� �. , ) ? � 80  �� � � �| . �� � < A
� ��� ��� � � �� � �� ��� � �� �� � �� �� LN_



` abT QST P b P c abT d U c QS bT e bf U R �

� �. 9. ) >  �� �� �| . �� � 57� K� I <~ (wa)a∈A ' (hr)r∈C 8 � , � 8 [ \ �+ D 5 � <

8� E 0 ,0 � , ' ∀(s, d) ∈ P ' ∀r ∈ Cs,d ' � [ hr > 0 ' ,0  + ~

Tw(r) = min{Tw(r′), r′ ∈ Cs,d}

2  E / � � + ': E �� �.  ' � � + 8 ,  + 57� K� � < + ) , � E  9 ,0 � , (wa)a∈A '

(hr)r∈C � 8 � � �. 9. ) >  �� � � �| . �� � �� � , � �+ � � �1  8

C(w) :=
∑

a∈A

∫ wa

0

ta

8� | (  E , , ) 5 � <7A
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�q r p k r �q � lw q t o xy � �}  + Ω 8 ) �  | ) � + 9  9 ) >  + � + 9

E ) + +  E ,  9 8� | 8  , ) [ R
d � + 9 >. )| �| �� � , \ �  � 8� .  8 µ0 � + 9 µ1 ) +

Ω 5). � ,. � + 8 > ). , > � � + π , 0 � , � 8 � ( ) �+ , >. )| �| �� � , \ ) + Ω × Ω <

) +  � ) ) / 8 [). � >. )| �| � � � , \ �  � 8� .  Q) + C([0, 1], Ω)

E ) + E  + ,. � ,  9 ) + �| 8 ) �� ,  � \ E ) + , �+ � ) � 8 E� . }  8 8� E 0 , 0 � ,

e0]Q = µ0, e1]Q = µ1 ). (e0, e1)]Q = π,- � , 0 et(γ) = γ(t)

, 0 � , � 8 � +  �� �� �| . �� � �A  A 5 �+ � 8  + 8  , ) |  � � 9  >.  E � 8  < 8� E 0

, 0 � , Q � 8 8� > > ). ,  9| \ D  ) 9  8 � E 8 [). � �  ,. � E ξQ 9  >  + 9 � + D ) +

Q � , 8  � [ 5 E ) + D  8 , �) + < A
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% + ,  + 8 � , \ ) [ ,. �� E iQ ∈ M(Ω) ' 9  z +  9| \

∫
ϕdiQ :=

∫

C([0,1],Ω)

(∫ 1

0

ϕ(γ(t))|γ̇(t)|dt
)
dQ(γ)

[). � � � ϕ ∈ C(Ω, R+)A ! ) + D  8 , �) +  �  E ,~

ξQ(x) := g(iQ(x)), [). iQ � Ld 5 +∞) , 0  . - � 8  <7A

[). � D �}  + �+ E.  � 8 �+ D [� + E , �) + g~ R+ → R+A ;  + ) ,  | \

Q(µ0, µ1) 5.  8 > A Q(π) < , 0  8  , ) [ >. )| �| �� � , �  8 Q 8� E 0 ,0 � ,

(e0]Q, e1]Q) = (µ0, µ1) 5.  8 > A (e0, e1)]Q = π < A
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! ) + 8 � 9  . ,0  +

inf
Q∈Q(µ0,µ1)

∫

Ω

H(iQ(x))dx 5 I <

- 0  .  H ′ = g ' H(0) = 0A

G + 9  . ,0  � 8 8� � > , �) + 8~

• H � 8 8 ,. � E , � \ E ) + }  ] � + 9 � + E.  � 8 �+ D ) + R+- � ,0 H(0) = 0 '

• , 0  .   ] � 8 , 8 p > 1 ' � + 9 > ) 8 � , �}  E ) + 8 , � + , 8 a � + 9 b 8� E 0 ,0 � ,

azp ≤ H(z) ≤ b(zp + 1) [). � � � z ∈ R+ '

• , 0  [) � � ) - � + D 8  ,

Qp(µ0, µ1) := {Q ∈ Q(µ0, µ1) : iQ ∈ Lp} 5�¡ <

� 8 + ) +  � > , \ '

, 0  + 5 I < 0 � 8 � 8 ) �� , �) + 5 � + 9 ,0  ) > , � � � � iQ � 8� + � ��  < A
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? ) ,  � 8 \ , ) E 0  E / � >. �). � , 0 � , Qp(µ0, µ1) 6= ∅ '| � ,

• � , 0 ) � 9 8- 0  +  }  . µ0 � + 9 µ1 �.  Lp 5 ;  6 � 8 E � �  ' 6 . � ,  � � � < '

• � , 0 ) � 9 8 [) . µ0 � + 9 µ1 0 �}  z + � ,  8� > > ) . , ' d = 2 � + 9 p < 2 '

• � � 8 ) - 0  + Ω = [0, 1]2 � + 9 µ0 � + 9 µ1 �.  .  8 >  E , �}  � \ , 0  

) +  � 9 � �  + 8 �) + � �¤ �� 8 9 ). � �  � 8� .  8 ) [ ,0  }  . , � E � � 8 � 9  8 ) [

, 0  8 �� �.  A
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% + 9 � �  + 8 �) + I ' Q2(µ0, µ1) = ∅ � 8 8 ) ) + � 8 µ0 − µ1 /∈ H1′A

% + 9   9 � 8 8 ) E � � ,  , )  }  . \ Q ∈ Q(µ0, µ1) , 0  }  E , ). � �  � 8� .  σQ

9  z +  9| \ ' ∀X ∈ C(Ω, R2)~

∫

Ω

X(x)dσQ(x) =

∫

C([0,1],Ω)

(∫ 1

0

X(γ(t)) · γ̇(t)dt

)
dQ(γ).

% , � 8  � 8 \ , ) E 0  E /~

div(σQ) = µ0 − µ1, � + 9 |σQ| ≤ iQ.

¤  + E  ' � [ µ0 − µ1 /∈ H1′ , 0  .  � 8 + ) L2 ' }  E , ). � z  � 9 - � ,0

9 �}  . D  + E  µ0 − µ1A
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¨k r v u k p© o ª �k xk «n k ¬ = � . ,0  . � 8 8� �  , 0 � , H � 8 9 ��  .  + , � �| �  

- � ,0 H ′(z) ≤ C(1 + zp−1) � + 9 p < d/(d − 1) �A  A q := p′ > dA

�  ) 9  8 � E 9 � 8 , � + E  ~ ξ ∈ C(Ω) ' ξ ≥ 0 ' x, y �+ Ω
2~

cξ(x, y) := inf
γ : γ(0)=x,γ(1)=y

∫ 1

0

ξ(γ(t))|γ̇(t)|dt

[). ξ ) + � \ Lq ' ξ ≥ 0~
cξ(x, y) = sup {c(x, y) : c ∈ A(ξ)} ,

- 0  .  

A(ξ) =
{

lim
n

cξn

�+ C0 : (ξn)n ∈ C0(Ω), ξn ≥ 0, ξn → ξ � + Lq
}

.

5-  � � 9  z +  9 � + 9¤ ­ � 9  . E ) + , �+ � ) � 8| \ , 0  3 )| ) �  }

� �|  9 9 � + D 8 <7A
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4 , 0  . E 0 �. � E ,  . �1 � , �) + 8 ) [ cξ~

cξ = lim
ε

cρε?ξ
� � 8 ) cξ(x, .) � 8 , 0  } � 8 E ) 8 � , \ 8 ) �� , �) + 5 �A  A � �. D  8 , � A  A

8� | 8 ) �� , �) + < ) [ ,0   � / ) + � �  �� � , �) +

|∇u| = ξ, u(x) = 0.

= ). ξ ∈ C(Ω) ' ξ ≥ 0 � + 9 γ � + �| 8 ) �� ,  � \ E ) + , �+ � ) � 8 E� . }  ' 8  ,

Lξ(γ) :=

∫ 1

0

ξ(γ(t))|γ̇(t)|dt

[). Q ∈ Qp(µ0, µ1) ' ξ ∈ Lq ' ξ ≥ 0 ' � + 9 (ξn)n ≥ 0 ' E ) + , � + � ) � 8 '

ξn → ξ � + Lq ' ,0  + (Lξn
)n E ) + }  . D  8 8 ,. ) + D � \ � + L1(C, Q) , )

8 ) �  � � � � , - 0 � E 0 � 8 �+ 9  >  + 9  + , ) [ , 0  � > >. )] � � � , �+ D 8  ��  + E  

(ξn)n � + 9 - 0 � E 0 - � � � � D � � +|  9  + ) ,  9 LξA
� ��� ��� � � �� � �� ��� � �� �� � �� �� LNM ¯
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°© oq n ow ±² ³´ Q ∈ Qp(µ0, µ1) µ¶ ´· Q := p ⊗ π ¸ µ¶ ´·

π ∈ Π(µ0, µ1) ¹º�» ¼½ ¾ ³´ ξ := H ′(iQ)º ´· ³ ¼ Q ¾¿ÀÁ ³ ¾ ¸�Â ¹ ¶ ÃÅÄ

ÆÇ π ¾¿ÀÁ ³ ¾ ´· ³È ¿ ¼ É ³ËÊ Ì» ¼ ´ ¿Í ¿Á ¶Î · ÏÍ ¿Ð À ³Ñ Ä

inf
π∈Π(µ0,µ1)

∫

Ω×Ω

cξ(x, y)dπ(x, y), 57Ò <

Â Ç Ó*¿Í QÊ» Ç ³Ç γº ¿ ¼ ³ · » ¾Ä
Lξ(γ) = cξ(γ(0), γ(1)). 5� <

@ 0  8  E ) + 9 E ) + 9 � , �) + � 8 ,0  � �. 9. ) >  �� � � �| . �� � E ) + 9 � , �) + A

Ô �. � � + , ~ ,0  ,. � + 8 > ). , � , �) + > � � + π � 8 >.  8 E. �|  9 ' ,0  + ) +  0 � 8

� 8 � � �� �. } �. � � , �) + � � E 0 �. � E ,  . �1 � , �) +| \ E ) + 8 � 9  . � + D

inf
Q∈Q(π)

∫

Ω

H(iQ(x))dx.
� ��� ��� � � �� � �� ��� � �� �� � �� �� LNM M
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= ). Q ∈ Qp(µ0, µ1) 9  z +  � 8|  [).   }  . \ , 0  }  E , ). � �  � 8� .  

σQ 9  z +  9| \ ' ∀X ∈ C(Ω, Rd)~

∫

Ω

X(x)dσQ(x) =

∫

C([0,1],Ω)

(∫ 1

0

X(γ(t)) · γ̇(t)dt

)
dQ(γ)

- 0 � E 0 � 8 � / � + 9 ) [ }  E , ). � � � ,. � � E �+ ,  + 8 � , \ A

% , � 8  � 8 \ , ) E 0  E /~

div(σQ) = µ0 − µ1, σQ · n = 0, � + 9 |σQ| ≤ iQ.
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3 �+ E  H � 8 �+ E.  � 8 �+ D ' � , >. ) }  8 ,0 � , ,0  } � ��  ) [ ,0  8 E � � �.

>. )| �  � 5 I < � 8 � �. D  . , 0 � + , 0 � , ) [ , 0  � � + � � � �Z ) - >. )| �  �

5 8  , , � + D ~ H(σ) = H(|σ|) <~
inf

σ∈Lp(Ω,Rd) : div(σ)=µ0−µ1

∫

Ω

H(σ(x))dx 5 � <

! ) + }  . 8  � \ ' � [ σ � 8 � � � + � � �1  . ) [ 5 � < � + 9 Q ∈ Qp(µ0, µ1) � 8 8� E 0

, 0 � , iQ = |σ| , 0  + Q 8 ) � }  8 ,0  8 E � � �. >. )| �  � 5 I < 5 �A  A � 8 � +

 �� �� �| . �� � <7A
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¤  � . � 8 , � E E ) + 8 ,. � E , �) + 5 � 8 8� � �+ D σ$ � > 8 E 0 � ,1 ' µ0 ' µ1$ � > 8 E 0 � ,1

9  + 8 � , �  8 ≥ c > 0 < A ! ) + 8 � 9  . 5 � 8 �+ : ) 8  . ' ; � E ). ) D + ��: ) 8  .

� + 9 � ).  .  E  + , � \ & } � + 8 � + 9 � � + D| ) < , 0  4 ; &

Ẋ(t, x) =
σ(X(t, x))

(1 − t)µ0(X(t, x)) + tµ1(X(t, x))
, X(0, x) = x.

� + 9 9  z +  Q| \
Q = δX(.,x) ⊗ µ0

3  , µt = (1 − t)µ0 + tµ1 � + 9
v(t, x) =

σ(x)

µt(x)

, 0  +| \ E ) + 8 ,. � E , �) + µt 8 ) � }  8 , 0  E ) + , � + � � , \  �� � , �) + ~

∂tµt + div(µtv) = 0
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2 \ E ) + 8 ,. � E , �) + e0]Q = µ0 � + 9|  E �� 8  ) [ ,0  E ) + , � + � � , \

 �� � , �) + ' X(t, .)]µ0 = µt = (1 − t)µ0 + tµ1A % + > �. , � E� � �. , 0  

� � � D  ) [ µ0| \ , 0  Z ) - � , , � �  1 ' X(1, .) � 8 µ1 '- 0 � E 0 >. ) }  8

, 0 � , e1]Q = µ1 0  + E  Q ∈ Q(µ0, µ1)A : ).  ) }  . [).  }  . \

,  8 ,� [� + E , �) + ϕ~
∫

Ω

ϕdiQ =

∫

Ω

∫ 1

0

ϕ(X(t, x))|v(t, X(t, x))|dtdµ0(x)

=

∫ 1

0

∫

Ω

ϕ(x)|v(t, x)|µt(x)dxdt

=

∫

Ω

ϕ(x)|σ(x)|dx

8 ) ,0 � , iQ = |σ| � + 9 , 0  + Q � 8 ) > , � � � � A

Ü �� � � Ý� Þ �ß à�á � �� Ý �� �� LN�
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@ 0  >.  } �) � 8 �. D� �  + , - ). / 8 � 8 8 ) ) + � 8 σ ∈ W 1,∞A 2 \ 9� � � � , \ '

, 0  8 ) �� , �) + ) [ 5 � < � 8 σ = ∇H∗(∇u)- 0  .  H∗ � 8 ,0  $  D  + 9.  

,. � + 8 [). � ) [ H � + 9 u 8 ) � }  8 , 0  6 ; & ~



div∇H∗(∇u) = µ0 − µ1, � + Ω,

∇H∗(∇u) · ν = 0, ) + ∂Ω,

5�â <

$  ,� 8.  E � � � ,0 � , H ′ = g- 0  .  g � 8 ,0  E ) + D  8 , �) + [� + E , �) + '

+ � ,� . � � , ) 0 �}  g(0) > 0~ , 0  �  ,. � E � 8 > ) 8 � , �}   }  + � [ ,0  .  � 8

+ ) ,. �� E ' 8 ) ,0 � , , 0  . � 9 � � � [� + E , �) + H � 8 + ) , 9 ��  .  + , � �| �  � , 0

� + 9 , 0  + � , 8 8� | 9 ��  .  + , � � � � , 0 E ) + , � �+ 8 �| � � � A 2 \ 9� � � � , \ ' ,0 � 8

� � > � �  8 ∇H∗ = 0) + , 0 � 8| � � � - 0 � E 0 � � /  8 5 â < }  . \ 9  D  +  . � ,  A

" .  � 8 ) + �| �  � ) 9  � ) [ E ) + D  8 , �) + � 8 g(t) = λ + tp−1 [). t ≥ 0 '

- � ,0 p > 1 � + 9 λ > 0 ' 8 ) ,0 � ,

H(σ) =
1

p
|σ|p +λ|σ|, H∗(z) =

1

q
(|z|−λ)q

+,- � , 0 q =
p

p − 1
. 5�ã <

Ü �� � � Ý� Þ �ß à�á � �� Ý �� �� L��
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= ). � D  +  . � � }  E , ) . z  � 9 v� + 9  . }  . \ � �� 9 � 8 8� � > , �) + 8 ' , 0  

� ) 8 , D  +  . � � �  � + �+ D ,0 � ,-  E � + D �}  , ) , 0  Z ) - ) [ v � 8 �+

,  . � 8 ) [ , 0  8 ) � E � � �  9 ¾ä Ï ³Í Ï ¿ ¾¶ ´ ¶ ¿ ¼ ÏÍ ¶ ¼Î ¶ ÏÀ ³

5" �| . ) 8 �) � !. � > > � < ' ,0  E ) + , �+ � � , \  �� � , �) + ~

∂tµt + div(vµt) = 0, 5K <

j åæ rk p k q r ±² ³´ QÐ ³Î ¿ ¼Î ³ ¼ ´Í » ´ ³½ ¿ ¼ ´· ³ ¶ ¼ ´ ³ ÉÍ » À Î ä Í Á ³ ¾ ¿ Ó vº

¶ ¼ ´· ³ ¾ ³ ¼ ¾ ³ ´· » ´
∫

C([0,1];Ω)

∣∣∣∣γ(t) − γ(0) −

∫ t

0

v(s, γ(s)) ds

∣∣∣∣ dQ(γ) = 0. 57� J <

ç Ó µ ³ ½ ³ è ¼ ³ ´· ³Î ä Í Á ³ ¿ Ó Ñ ³» ¾ä Í ³ ¾ µQ
t ´· Í ¿ ä É·

∫

Ω

ϕ(x) dµQ
t (x) :=

∫

C([0,1];Ω)

ϕ(γ(t)) dQ(γ) Ó*¿Í ³Á ³Í é ϕ ∈ C(Ω),

57� � <

´· ³ ¼ ´· ¶ ¾Î ä Í Á ³ µQ
t ¶ ¾Î » À À ³½ ¾ä Ï ³Í Ï ¿ ¾¶ ´ ¶ ¿ ¼ ¾¿À ä ´ ¶ ¿ ¼ ¿ Ó ¸�ê ¹Ç
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°© oq n ow ë ìîí � ï on ïq lk p k q r ïn k r m k ï x o ð² ³´ µtÐ ³» Ï ¿ ¾¶ ´ ¶Á ³

Ñ ³» ¾ä Í ³ËÊÁ » À ä ³½ ¾¿À ä ´ ¶ ¿ ¼ ¿ Ó ´· ³Î ¿ ¼ ´ ¶ ¼ ä ¶ ´ é ³ ñ ä» ´ ¶ ¿ ¼

∂

∂t
µt + div(vµt) = 0,

µ¶ ´· ´· ³Á ³Î ´ ¿ Í è ³À ½ v ¾» ´ ¶ ¾ Ó é¶ ¼ É ´· ³ Ó¿À À ¿ µ¶ ¼ ÉÎ ¿ ¼½ ¶ ´ ¶ ¿ ¼

∫ 1

0

∫

Ω

|v(t, x)|

1 + |x|
dµt(x) dt < +∞, 57� I <

´· ³ ¼ µt¶ ¾» ¾ä Ï ³Í Ï ¿ ¾¶ ´ ¶ ¿ ¼ ¾¿À ä ´ ¶ ¿ ¼ Ç
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4 +  E � + 8 , � � � .  � � ,  5 � < � + 9 5 I <� + 9  . �� � ,  -  � / � 8 8� � > , �) + 8

, 0 � + / 8 , ) , 0  8� >  . > ) 8 � , �) + >. � + E � > �  5" �| . ) 8 �) � !. � > > � < '

� 8 8� �  ,0 � , µ0 � + 9 µ10 �}  Lp 9  + 8 � , �  8| ) � + 9  9 [. ) �|  � ) - | \

� > ) 8 � , �}  E ) + 8 , � + , ' 9  z +  σ ' µt � 8|  [).  � + 9 σ̂ = σ/µt A 3 �+ E  

∂

∂t
µt + div(σ̂µt) = 0,

- � ,0 �+ � , � � � 9 � ,� � µ0A 2 \ , 0  8� >  . > ) 8 � , �) + >. �+ E � > �  ' µt � 8 �

8� >  . > ) 8 � , �) + 8 ) �� , �) + ~ µt = µQ
t - � , 0 Q ∈ Qp(µ0, µ1) � + 9

iQ = |σ| 8 ) ,0 � , Q 8 ) � }  8 5 I < A % + > �. , � E� � �. , 0  } � ��  8 ) [ 5 � < � + 9

5 I < E ) � + E � 9  A
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@ ) 8� � � > '-  0 �}  8   + 0 ) - , ) E ) + 8 ,. � E , � + ) > , � � � � Q [) .

inf
Q∈Q(µ0,µ1)

∫

Ω

H(iQ(x))dx

� 8 � + D , 0  Z ) - ) [ ,0  4 ; &
γ̇(t) = σ̂(t, γ(t)), σ̂(t, x) =

σ(t, x)

(1 − t)µ0(x) + tµ1(x)

� + 9 σ = ∇H∗(∇u)- � ,0

div∇H∗(∇u) = µ0 − µ1, � + Ω, ∇H∗(∇u) · ν = 0, ) + ∂Ω.
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• ! �� E 0 \ $ � > 8 E 0 � ,1 E � 8  ~ .  �� �.  8 σ , ) |  $ � > 8 E 0 � ,1 ' + ) ,

.  � � � 8 , � E �+ ,. �� E E ) + D  8 , �) + � ) 9  � 8 '

• � + , 0  D  +  . � � E � 8  '� 8 �+ D 8� >  > ) 8 � , �) + 8 ) �� , �) + 8 ) [ , 0  

E ) + , � + � � , \  �� � , �) + ~ + ) ,.  � � � \ 8 � , � 8 [ � E , ). \ ' ,0  .  D� � �. � , \ ) [

, 0  E� . }  8 E 0 �. D  9| \ Q � 8 �� � ,  > ) ). ' + ) Z ) - ' + ) D. ) � >

>. ) >  . , \ A A A

" 8 8� �  Ω$ � > 8 E 0 �1 ' µ0 ' µ1 0 �}  $ � > 8 E 0 � ,1 9  + 8 � , �  8 ≥ c > 0A

% + ,  . �  9 � � ,  � > >. ) � E 0 ~ ; �6  . + �� $ �) + 8 ,0  ). \ A #  �� �.  8 σ̂ , )

0 �}  3 )| ) �  } .  D� � �. � , \ � + 9 � + L∞| ) � + 9 ) +

div(σ̂) =
div(σ)

µt

−
1

µ2
t

∇µt · σ =
µ0 − µ1

µt

−
1

µ2
t

∇µt · σ.

@ 0  � 8 8�  ,0  +|  E ) �  8 >. ) } �+ D 3 )| ) �  } .  D� � �. � , \ � + 9 � + L∞

| ) � + 9 ) + σA
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ô � �X � �� � 	 õ

" � � ~ >. ) }  3 )| ) �  } � + 9 L∞  8 , � � � ,  8 [). ,0  ) > , � � �1  . σ ) [ 5 � <

� + 9  . ,0  [) � � ) - �+ D � 8 8� � > , �) + 8~

5 � < µi = fiL
d '- � ,0 fi ∈ Lip (Ω) � + 9 fi ≥ c > 0 ' [). i = 0, 1 ö

5 � � < Ω) >  + E ) + +  E ,  9| ) � + 9  9 8� | 8  , ) [ R
d 0 � } �+ D $ � > 8 E 0 � ,1

| ) � + 9 �. \ A

� + , 0  E � 8  - 0  .  , 0  E ) + D  8 , �) + , � /  8 , 0  [). �

H(σ) =
1

p
|σ|p + |σ|, H∗(z) =

1

q
(|z| − 1)q

+,- � ,0 q =
p

p − 1 57� ¡ <

- � ,0 q ≥ 2A

÷ � � �� Ýá � � ø LNM



ò U dP R ÖÚ S Q ó V �

8 ) ,0 � , , 0  ) > , � � � � σ � 8

σ =
(
|∇u| − 1

)q−1

+

∇u

|∇u|
.

- 0  .  u 8 ) � }  8 ,0  }  . \ 9  D  +  . � ,  6 ; & ~

div
((

|∇u| − 1
)q−1

+

∇u

|∇u|

)
= f = f0 − f1, 5 � Ò <

- � ,0 ?  � � � + +| ) � + 9 �. \ E ) + 9 � , �) +
(
|∇u| − 1

)q−1

+

∇u

|∇u|
· ν = 0.

? ) ,  ,0 � , , 0  .  � 8 + ) � + � ��  +  8 8 [). u| � , ,0  .  � 8 [). σA
÷ � � �� Ýá � � ø LN_
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3  , , �+ D
G(z) = |∇H∗(z)|

p

2

z

|z|
= (|z| − 1)

q

2

+

z

|z|
, z ∈ R

d

� 8 � + D

(∇H∗(z) −∇H∗(w)) · (z − w) ≥
4

q2
|G(z) − G(w)|2 ,

� + 9

|∇H∗(z) −∇H∗(w)|

≤ (q − 1)
(
|G(z)|

q−2

q + |G(w)|
q−2

q

)
|G(z) − G(w)|
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, ) D  , 0  . - � , 0 �. D� �  + , 8 ). � D � + � � � \ 9�  , ) 2 ) ( �. 8 / � � + 9 %- � + �  E

[). ,0  p� � � > � � E � � + '-  z. 8 , D  ,~

°© oq n ow ù G ∈ W 1,2(Ω)º µ· ³Í ³ ´· ³ Óä ¼Î ´ ¶ ¿ ¼ G¶ ¾ ½ ³ è ¼ ³½ Ð é

G(x) := G(∇u(x)) = (|∇u(x)| − 1)
q

2

+

∇u(x)

|∇u(x)|
, x ∈ Ω. 57�� <

�q n q x x ¬n ú ±

σ = ∇H∗(∇u) = |G|
q−2

q G ∈ W 1,r(Ω), 5 � � <

Ó*¿ Í ¾ä ¶ ´» Ð À ³ ³û Ï ¿ ¼ ³ ¼ ´ ¾ r = r(d, q) É¶Á ³ ¼Ð é
r(d, q) =





2, ¶ Ó d = q = 2,

» ¼ éÁ » À ä ³ < 2, ¶ Ó d = 2, q > 2,

dq
(d−1)q+2−d

, ¶ Ó d > 2.

÷ � � �� Ýá � � ø LN�



ò U dP R ÖÚ S Q ó V  

#  D� � �. �1 �+ D 57� Ò < � + 9 � 8 � + D ,0  [ � E , ,0 � , E ) + }  ] ,. � + 8 [). � 8 ) [

9  . �} � , �}  8 ) [ ,0  8 ) �� , �) + �.  8� | 8 ) �� , �) + 8 5 � + [ � E , -  � 8  

(∂1u − 2)r
+ ) [ � +  � � � > , � E 6 ; & � + 9 � 8 � + D �| ) ) , 8 ,. � > �. D� �  + , '

-  E � + >. ) }  ,0  [) � � ) - �+ D~

°© oq n ow ü ç Ó u ¾¿ÀÁ ³ ¾ ¸ Æ ý ¹º ´· ³ ¼ u¶ ¾ ÉÀ ¿Ð » À À é² ¶ Ï ¾Î · ¶ ´þ ¿ ¼ ΩÇ

@ 0 � 8  + �| �  8� 8 , ) 9  z +  �Z ) - ÿ � � ; �6  . + �� $ �) + 8 [). ,0  4 ; &

.  � � ,  9 , ) , 0  ,. � � E E ) + D  8 , �) + >. )| �  � A
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W 	� � � Û� � i X � � 	 �� � � � � X i � � � 
 � � � � �� � � � i � 	 �� �

¤  .  -  E ) + 8 � 9  . ,0  E � 8  - 0  .  , 0  ,. � + 8 > ). , > � � + γ � 8 z]  9

5 8 ) ,0 � , ,0   �� �} � �  + E  - � ,0 ,0  � �+ � � � �Z ) - >. )| �  � 9 )  8

+ ) , 0 ) � 9 � + \ � ).  < A #  E � � � ,0 � , ) � . 8 ,� 9 \ ) [  �� � � �| . � �.  � �  8 ) +

, 0  [) � � ) - � + D E ) + }  ] ) > , � � �1 � , �) + >. )| �  � ~

(P) inf

{∫

Ω

H(x, iQ(x))dx~ Q ∈ Q(γ)

}

57� â <

�  - � � � � � 8 ) � 8 8� �  0  .  , 0 � , d = 2 � + 9 q > 2 �A  A p < 2A

� �� � á à�á � �� Ý �� �� � Ý� � � � � � á � � Ý� Ý � �á �� � � Ý �� �� LNM
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= ).  }  . \ x ∈ Ω � + 9 ξ ≥ 0 ' �  ,� 8 9  z +  

H∗(x, ξ) := sup{ξi − H(x, i), i ≥ 0}, ξ0(x) := g(x, 0).

$  ,� 8 + ) - 9  z +  , 0  [� + E , �) + � �

J(ξ) =

∫

Ω

H∗(x, ξ(x))dx −

∫

Ω×Ω

cξ(x, y)dγ(x, y) 5 � ã <

� + 9 E ) + 8 � 9  . ~

(P∗) sup {−J(ξ)~ ξ ∈ Lq, ξ ≥ ξ0} 57� K <

°© oq n ow 	 ç Ó ´· ³ ½ ¿ Ñ » ¶ ¼ ¿ Ó (P)¶ ¾ ¼ ¿ ¼ ³ Ñ Ï ´ é º ´· ³ ¼

min(P) = max(P∗) 5 I J <

» ¼½ ξ ∈ Lq ¾¿ÀÁ ³ ¾ (P∗)¶ Ó» ¼½ ¿ ¼À é ¶ Ó ξ = ξQ Ó*¿Í ¾¿ Ñ ³ Q ∈ Q(γ)

¾¿ÀÁ ¶ ¼ É (P)Ç

� �� � á à�á � �� Ý �� �� � Ý� � � � � � á � � Ý� Ý � �á �� � � Ý �� �� LN_
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% + , 0  8  ��  � '-  - � � � + � �  . � E � � � \ � > >. )] � � � ,  , 0  � + � ��  

 �� �� �| . �� � �  ,. � E ξQ| \ � 9  8 E  + , �  , 0 ) 9 ) + (P∗)A 4 +  E � +

.  E ) }  . , 0  E ). .  8 > ) + 9 � + D  �� � � �| . �� � �+ ,  + 8 � , \ iQ| \ �+ }  . , �+ D

, 0  .  � � , �) + ξ(x) = g(x, iQ(x))A
� �� � á à�á � �� Ý �� �� � Ý� � � � � � á � � Ý� Ý � �á �� � � Ý �� �� L��
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� � � 
� � 	 �� � 	 �� �

3 , �. ,- � ,0 ,0  9� � � [). � � � � , �) +

inf
ξ∈Lq, ξ≥ξ0=g(.,0)

J(ξ) =

∫

Ω

H∗(x, ξ(x))dx − W (ξ)

, ) E ) � >� ,  ,0  ) > , � � � � �  ,. � E ξ = ∂iH(x, iQ(x))A ! � 8  ) [ �

z]  9 5 9 � 8 E.  ,  < ,. � + 8 > ). , > � � + γ =
∑

γαβδ(Sα,Tβ)~

W (ξ) :=
∑

γαβcξ(Sα, Tβ).

� 0  .  cξ(S, .) � 8 ,0  Á ¶ ¾Î ¿ ¾¶ ´ é 8 ) �� , �) + 5) . � �. D  8 , W 1,q � A  A

8� | 8 ) �� , �) + < ) [ ,0  & � / ) + � �  �� � , �) +
‖∇U‖ = ξ; Uξ(S) = 0 5 I � <

5 � + 9 -  � 8 8� �  , 0 � , q > 2 8 ) , 0 � , ,0  9 ) � � � + ) [ ,0  >. � � � � � 8

+ ) +  � > , \ <7A

� �� � á à�á � �� Ý �� �� � Ý� � � � � � á � � Ý� Ý � �á �� � � Ý �� �� LN�




 S c aÚ U QS � Ö QS bT g g

3 > � E  9 � 8 E.  , �1 � , �) + ' �  80 8 �1  h ' E ) + 8 � 8 ,  + , 5 3 ) � D � + � 9 � 8 '

2 �. �  8� 3 ) � D � + � 9 � 8 ' # ) � \ � @ ) � . � + < 9 � 8 E.  , �1 � , �) + ) [ ,0  & � / ) + � �

 �� � , �) + ~
(

max{(Ui,j − Ui−1,j), (Ui,j − Ui+1,j), 0}

hx

)2

+

(
max{(Ui,j − Ui,j−1), (Ui,j − Ui,j+1), 0}

hy

)2

= (ξi,j)
2.

E � +|  8 ) � }  9  � E �  + , � \| \ 3  ,0 � � +B 8= � 8 ,: �. E 0 �+ D:  , 0 ) 9 A

? ) , � , �) + ~ ch
ξ (S, T ) ' 9 � 8 E.  ,  [� + E , �) + � �

Jh(ξ) = h2
∑

i,j

H∗(i, j; ξi,j) −
∑

r,s

ch
ξ (Sα, Tβ)γα,β,

? ) ,  ,0 � ,  � E 0 Jh � 8 E ) + }  ] A
� �� � á à�á � �� Ý �� �� � Ý� � � � � � á � � Ý� Ý � �á �� � � Ý �� �� L��
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Γ� E ) + }  . D  + E  ~

°© oq n ow 
 �· ³ ¾ ³ ñ ä ³ ¼Î ³ ¿ Ó Ó*ä ¼Î ´ ¶ ¿ ¼» À ¾ Jh Γ−Î ¿ ¼Á ³Í É ³ ¾ µ¶ ´·

Í ³ ¾ Ï ³Î ´ ´ ¿ ´· ³ µ ³» � LqÎ ¿ ¼Á ³Í É ³ ¼Î ³ ´ ¿ ´· ³À ¶ Ñ ¶ ´ Óä ¼Î ´ ¶ ¿ ¼» À JÇ

È ¿ Í ³¿Á ³Í º» ¾ ´· ³ ¾ ³ ñ ä ³ ¼Î ³ (Jh)h¶ ¾ ³ ñ ä ¶ ÊÎ ¿ ³Í Î ¶Á ³» ¼½ ³Á ³Í é

Ó*ä ¼Î ´ ¶ ¿ ¼» À º J¶ ¼Î À ä ½ ³½ º ¶ ¾ ¾´Í ¶ Î ´À éÎ ¿ ¼Á ³û º ¸ ¾´Í ¿ ¼ É ¹Î ¿ ¼Á ³Í É ³ ¼Î ³

¿ Ó ´· ³ ä ¼¶ ñ ä ³ Ñ ¶ ¼¶ Ñ ¶ þ ³Í ¾» ¼½ ¿ Ó ´· ³Á » À ä ³ ¾ ¿ Ó ´· ³ Ñ ¶ ¼¶ Ñ » ¶ ¾

É ä» Í » ¼ ´ ³ ³½ Ç
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3 ) � } � + D ,0  9 � 8 E.  ,  >. )| �  �| \ � 8� | D. � 9 �  + , 9  8 E  + , �  , 0 ) 9 '

Jh �+ } ) � }  8 � 9 � �  .  + , � �| �  > �. , � + 9 � E ) + }  ] 0 ) � ) D  + ) � 8 ) +  A

6 . )| �  � ~ E ) � >� ,  � ,  � E 0 � ,  . � , �) + � 8� | D. � 9 �  + , ) [ ,0  8  E ) + 9

> �. , A ? ) , 8 ,. � � D 0 , [). - �. 9| � , > ) 8 8 �| �  .  E� . 8 �}  � \| \ � �  , 0 ) 9

, 0 � ,� 8  8 ,0  8 � �  .  E� . 8 �} � , \ � 8 , 0  = : : A �  E � � � , 0 � 8 �  ,0 ) 9

, 0  = � 8 , 3� | D. � 9 �  + ,: �. E 0 �+ D:  , 0 ) 9 ' � ,  + �| �  8 , ) E ) � >� ,  

 � E �  + , � \ 5 N2 log(N) < � 8� >  . D. � 9 �  + , ) [ , 0  5 9 � 8 E.  ,  < D  ) 9  8 � E

9 � 8 , � + E  - � ,0 .  8 >  E , , ) ,0  } � ��  8 ) [ ,0  �  ,. � E ) + � D. � 9 A 3   

, 0  >. )| �  � � 8 � + ) > , � � �1 � , �) + >. )| �  � ) }  . �  ,. � E 8 A

� �� � á à�á � �� Ý �� �� � Ý� � � � � � á � � Ý� Ý � �á �� � � Ý �� �� L�¥
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@ 0  .  �.  8  }  . � � ) ,0  . � > > � � E � , �) + 8 ) [ , 0 � 8 8 ,. � ,  D \ , ) E ) � >� ,  

| \= : : � 8� >  . D. � 9 �  + , ) [ 9 � 8 , � + E  8- � , 0 .  8 >  E , , ) �  ,. � E 8~

� + }  . 8  >. )| �  � 8 �+ ,. �}  � � , � �  , ) � ) D. � > 0 \ [). � + 8 , � + E  A

4 > , � � � � 9  8 � D + ) [ )| 8 , � E �  8 , ) >.  }  + , � � 8 8 ,. � + 8 [  . ). , 0  
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